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�ÿ¬î�õÙð��Zì�îTï¸ð�ñò¬î¤óÍô�ð;õ¢ö<÷¸ø®ù�O�VY��ì�ô Q�òxñ�î¸ó1î � ðªóKõ�õÙýÌî¤õ�ø®ðªÿxòxðOñ<÷¸ó1îì�îTï¸ð�ñò¬î¤ófó�ðªõ¢ö�÷`øÙù !Ê÷¸ø�òÅõ®ñ_òxó`õ®ðªø®óÌî¤ÿKø®ðªü�ø®ðOñÙðªóKõ®î¤õÙòx÷¸óf÷�!�õÙý�ð<ö<÷¸ø®ÿI��( ��÷�öQõ®ý�òxñ_ø®ðªü�ø®ðOñÙðªó'�
õ®î¤õÙòx÷¸óÏò¬ñ 
ÌñÙð#�ÍòÅó4�¿ð�þ;ò¬ñòx÷¸óÍñ"
�ü�üA÷¸øÙõ ÷`ø � ÷Kî¤ÿ'�Ìî`ñð��/ü�ÿ¬î¤ó�ó�òxó � ò¬ñ 
Ìó�òF�/üA÷¸øÙõ®î¸ó`õ<ñ÷-ÿx÷¸ó �î¸ñ�õ®ý�ð0ö<÷¸ø®ÿ��4�¾òÅðOö�ò¬ñ 
Ìü���î¤õÙð��K�Ìî`ñð��Í÷`ó�ÿÅï/÷`ó�ÿx÷¿þªî¤ÿA÷��)ñðOø"��î�õ®òÅ÷`óÌñ<î¤ó��Z÷��ÌñÙðªø ��î�õÙòx÷¸ó)ñ
�¿ðOøÙòI�¸ð��4!Êø®÷�� ü�ø®÷��)î���òxÿÅò¬ñõÙò¬þ �/ð�ñÙñ®î � ðOñ#(���ó1õÙýÌòxñ�ö�îTï/õÙý�ðfòxóKõÙðOøÙóÌî¸ÿ	ì�îTï¸ðOñÙò¬î¤óÍó�ðªõ¢ö�÷`øÙùò¬ñN!L
�óÌþlõ®òÅ÷`ó�òxó � òÅóDîcó�÷`ø"�Ïî�õ®òF�`ð`�Ïî¸ó�ó�ðªø/õ®ýÌî�õÍò¬ñN!áî��/òxÿÅò¬î¤ø/õ®÷ �/î¸ù¸ðOø®ñ!÷�!]ì�îTï¸ðOñÙò¬î¤óó�ðªõ¢ö�÷`øÙùP�Ìî`ñð��Zð�T¿ü)ðOøõ�ñÙï¿ñ¢õ®ð��Ïñ�(
��ó î¤ó V � ì�ô ñÙï¿ñ¢õ®ð���õÙý�ð1î � ðªóKõ®ñ-þª÷��.�S
Ìó�òxþOî�õ®ðÏõÙý�ø®÷�
 � ýcõÙý�ðZõÙø�î¤óÌñ"�/òxñ®ñÙòÅ÷`óc÷�!ü�ø®÷��Ìî���òxÿÅòÅõÙòxðOñFî¤ÿx÷¸ó � ñÙýÌî¤ø®ð#�J��î¤ø®ò¬î���ÿxðOñ#(6E�ý�ò¬ñ�î¤ÿxÿx÷�ö�ñ]õÙý�ð��¿òI�Kò¬ñÙòÅ÷`óQ÷�!�õÙýÌðZì�îTï¸ðOñÙò¬î¤óó�ðªõ¢ö�÷`øÙù}÷�!]ðOî¸þ�ýDî � ðªóKõZòxóKõÙ÷íõ®ý�øÙðOð¹ñÙð;õ®ñZ÷�!���î¤ø®òxî���ÿÅð�ñ � õÙý�÷Kñð î��)÷M
¿õZö�ý�ò¬þ�ýD÷¤õ®ý�ðªø

î � ðªóKõ®ñ0ýÌîk�`ðS�Að;õõ®ðªøfù¾ó�÷�ö�ÿxð#� � ð`O&% Q�5	õÙýÌ÷`ñÙðFö�ý�ò¬þ�ýíî¤ø®ðS
ÌñÙð#�¹÷¸ó�ÿxïºö�òzõ®ý�òxó¹õ®ý�ðÏî � ðOóKõ
O('9Q 5¾î¤ó��Fõ®ý�÷`ñÙð�õÙýÌî¤õ'õÙý�ò¬ñ�î � ðªóKõ�ýÌî`ñ_õÙý�ðY�)ð�ñ¢õ�ù¾ó�÷�ö�ÿxð#� � ð�÷�!Yî¤ó��!ö�ý�ò¬þ�ý/÷¤õÙýÌðªø î � ðªóKõ�ñ
�ÏîTï�ö<î¸ó`õ.O&)AQ;(<E�ý�ò¬ñ�ð5!Að�þlõ®òF�`ðªÿxïºü�øÙ÷���
)þ;ðOñ�õ¢ö<÷1þªÿxî`ñÙñÙðOñ�÷�!���î¤ø®ò¬î���ÿxðOñ0òÅó¹õÙý�ð/î � ðªóKõ �òÅõ®ñ�ÿx÷¿þªî¤ÿ���î¸øÙò¬î���ÿxðOñOú*'�ú�î¸ó��1òzõ�ñ�ñý)î¤ø®ð#�4��î¸øÙò¬î���ÿxðOñOú$%Ïî¤ó%�+)N(

E�ý�ð��/ðOþ�ý)î¤ó�ò¬ñ � !Ê÷¸øÍòxóKõÙð � ø®î¤õÙòxó � õÙý�ð��¾òxðªö ÷�!]õÙýÌðº÷¤õÙýÌðªøZî � ðªóKõ�ñ/÷¸óDîíñýÌî¸øÙð��
��î¤ø®òxî���ÿxð�òxñ�õ®÷0ñÙòF�/ü�ÿxïføÙðOü�ÿ¬î¸þ;ð�õÙý�ð�î � ðªóKõ�� ñ�þ�
�ø®øÙðOó`õ��)ðOÿÅòxð;!AòÅófõ®ý�ð9�Tî¸øÙò¬î��ÌÿÅð�ö�òzõ®ý-õÙý)î�õ�÷�!õÙýÌð�þ;÷M�.�S
�ó�ò¬þªî¤õÙòxó � î � ðªóKõ�(���÷`ø	õÙýÌòxñ�øÙð�î¸ñÙ÷¸ófî¤ÿxÿ¾þ;÷��.�<
�ó�ò¬þªî�õ®òÅ÷`ófòÅó-õÙý�ð � ø�î¤ü�ý]÷¿þªþ�
�ø®ñ

#



���������

������	�
 �������

��� � � ����

Oáî Q

������� �

������� ���� ���������� ����
���

�

OL�%Q

���������

��������� ������� ����� ����
���

�

OSþ#Q

������'

������� � ���������
��� � � ����

O���Q

��ò � 
ÌøÙð � � �Ì÷�
�ø�î � ðªóKõ�ñ�òÅóºîFõÙø�î¸þ�ù¾òxó � ñ®þ;ðOóÌî¤ø®òx÷�(

õÙýÌøÙ÷M
 � ýÏõ®ý�ð]üÌî¸ñ®ñÙòÅó � ÷�! �/ð�ñÙñ®î � ðOñ õÙýÌî¤õ<ð�ñÙñÙðªóKõÙò¬î¤ÿxÿxï/þª÷¸óKõ®î¸òÅóZõÙý�ð �Ùþª÷¸ø®øÙð�þlõ=�A�¾òÅðOö�ñ�÷`óñÙ÷��/ð ñÙýÌî¤ø®ð#����î¤ø®ò¬î���ÿxðOñ#(��Dý�ðOóFî¤ó-î � ðOó`õ�øÙð�þ;ðªòI�¸ð�ñ	÷`ó�ð�÷�!¿õ®ý�ðOñÙð��/ð�ñÙñ®î � ðOñOúOòÅõ��/÷��¿ò�	ÌðOñòÅõ®ñ�òÅóKõ®ðªø®óÌî¤ÿ0�/÷���ðªÿ'ñ÷ZõÙýÌî¤õ�òÅõ®ñ�ÿx÷¿þªî¤ÿ2�¿ò¬ñõÙø®òF�'
�õÙòx÷¸ó ðOòzõ®ý�ðªø��AðOþ;÷M�/ðOñ]þ;÷`óÌñò¬ñõÙðªóKõ�ö�òzõ®ý
õÙýÌðÍ÷¤õ®ý�ðªø�î � ðOó`õ�ñ�� �Kòxðªö+÷`ø?�)ð�þ;÷M�!ð�ñfòxóÌþ;÷`óÌñò¬ñõÙðªóKõS�¾ïwðªóKõÙðOøÙòxó � î8�Oðªø®÷1üÌøÙ÷M�Ìî���òxÿxòzõ¢ïþ;÷`ó 	 � 
�ø®î¤õÙòx÷¸ó,(

E�ý�ò¬ñ&�/ð;õ®ý�÷���÷�!'ñýÌî¸øÙòxó � �AðªÿxòÅð�! þªî¤ó8�Að-þ�ýÌî¤ø�î¸þ;õÙðOøÙò �ªð���î`ñ�î/ü�ø®÷��'
Ìþ;ðOø ��þ;÷`óÌñ 
��!ðOøø®ðªÿ¬î�õÙòx÷¸ó)ñý�òxüZòxóZö�ýÌòxþ�ý1÷¸ó�ð]î � ðªóKõ�ý)î¸ñ�þ;÷M�!üÌÿÅðªõÙð�ùKóÌ÷�ö�ÿÅð�� � ð�÷�!	õ®ý�ðfþ;÷`øÙø®ðOþ;õ<ñõ®î�õ®ð¸ú¾÷¸ø
�¿ò¬ñ¢õ®øÙòI�'
¿õ®òÅ÷`ó	ú¾÷�!�î<��î¤ø®òxî���ÿxð�î¤ó���ñý)î¤ø®ðOñ õÙýÌî¤õ<ö�òÅõÙý�÷¸ó�ð0÷¸ø9�!÷`øÙð�î � ðªóKõ®ñ�ö�ý�÷!ö�òxñÙýÏõÙ÷òxó`õ®ð � ø®î¤õÙð�õ®ýÌî�õ&�AðªÿxòÅð�!�òxóKõÙ÷FõÙý�ðOòÅø�ÿx÷¿þªî¤ÿ_�/÷��¿ðªÿ¬ñ#(DE�ýÌð�î � ðªóKõ�ö�ý�÷!ýÌî¸ñ�õÙýÌòxñ�ù¾ó�÷�ö�ÿxð#� � ð÷�!_îS��î¤ø®ò¬î���ÿxð�ò¬ñ�þªî¤ÿxÿxð#�Ïõ®ý�ð]ü'
'��ÿxò¬ñý�ðOø�î¤ó��ÍõÙý�ð]î � ðªóKõ®ñ�øÙð�þ;ðOòF�¾òxó � õ®ý�ðOñÙð��!ð�ñÙñ®î � ðOñ�î¤ø®ðù¾ó�÷�ö�ó-î¸ñ�ñ 
��ÌñÙþªøÙòI�Aðªø�ñ�(��DýÌðªó�î�ó�ðªöí÷��)ñðOø"��î�õ®òÅ÷`ó]òxñ��Ïî��¿ð �¾ïfî�ü'
���ÿÅò¬ñÙý�ðªø�ú�õÙý�ð<î � ðOóKõñÙðªó���ñ�î �/ðOñ®ñÙî � ð òxó��¿ò¬þªî¤õÙòxó � õÙý�ð�÷��)ñðOø"��î�õ®òÅ÷`ófõÙ÷�òÅõ®ñ'ñ"
'�Ìñ®þ;ø®òF�Aðªø�ñ�(�E�ý�ð�ñ 
'�)ñÙþªøÙòI�)ðOø®ñ�òxóõ"
ÌøÙó¹îM� $H
Ìñõ�õ®ý�ðªòxø�òxóKõÙðªø®óÌî¸ÿ �¾òÅðOö ÷�!�õÙýÌð�ö<÷¸ø®ÿI�ºî¸ó��ºñðOó���õ®ý�ðªòxø0ü�
'��ÿxòxñÙý�ð#�6�Tî¸øÙò¬î��ÌÿÅð�ñ
÷¸ó�õÙ÷ õ®ý�ðªòxøºñ 
��ÌñÙþªøÙòI�Aðªø�ñ�( �oõ1ò¬ñZòxó�õ®ý�ò¬ñZö�îTï õÙýÌî¤õZõÙýÌðcî � ðªóKõ�ñï¿ñõÙð�� ø®ð;õ 
�øÙó)ñÏõÙ÷
ð � 
�òxÿxòF��ø®òI
'� OSî¸ñ®ñ 
'�/òxó � ó�÷P�¿òxøÙð�þlõÙð��Zÿx÷¾÷¸üÌñ�òxó1õÙý�ð-þª÷��.�S
Ìó�òxþOî�õ®òÅ÷`ó%QC(

V<õ 	Ìø®ñõ!õÙý�ò¬ñ!øÙð�ñ¢õ®øÙò¬þlõ®òÅ÷`ó õÙý)î�õ/÷¸ó�ð1÷�!�õ®ý�ð�î � ðOóKõ®ñFýÌî¸ñ/î¤ó}÷¸ø�î¸þ�
�ÿxî¸ø�ù¾ó�÷�ö�ÿxð#� � ð÷�!�õ®ý�ðS��î¤ÿI
�ð-÷�!'÷¸ó�ð-÷`ø��/÷¸ø®ðA��î¤ø®òxî���ÿÅð�ñ&�ÏîTï1ñÙðªð#� õ®÷4�Að�î¤óºð�T¿þªðOñ®ñòI�¸ðOÿÅï�øÙð�ñ¢õ®øÙò¬þlõ®òF�`ð
î¸ñ®ñ"
'�/ü¿õÙòx÷¸ó,( �oõÏñðOð��Ïñ�õÙ÷còF�/ü�ÿxïíõÙýÌî¤õFõ®ý�ðªø®ð�þOî¤ó �Að�ó�÷ �/ð��¿òxî¤õÙð�� �AðªÿxòÅð�!¢ú î��/÷¸ó �
�S
Ìÿzõ®òÅü�ÿxðÍî � ðªóKõ®ñOú	÷�`ðªøfî�þ;÷��.�/÷¸ó ��î¤ø®ò¬î���ÿxð�(.��÷�ö<ð��`ðªø�ú�õÙý�ò¬ñfò¬ñ]ó�÷¤õfõ®ý�ðÍþªî`ñðM(.�oõ-òxñðªóKõ®òÅø®ðªÿxïíü)ðOø"�/ò¬ñÙñÙòF�ÌÿÅð`!Ê÷¸øN�S
�ÿÅõÙòxü�ÿxðºî � ðOóKõ®ñfõ®÷wý)îk�¸ðÍõ®ý�ðªòxø/÷�ö�ó �¾òÅðOö&÷�!�îcþ;÷M�.�!÷`ó
��î¤ø®òxî���ÿxð]ñÙ÷/ÿÅ÷`ó � î¸ñ�ðOî`þ�ý1ñ"
Ìþ�ý��¾òÅðOö �AðOî¸ø®ñ�òÅõ®ñ�÷�ö�ó1ÿxî��)ðOÿX(

��÷`ø0ð�T�î��/ü�ÿxðFþ;÷`óÌñÙòI�¿ðOø�î1ñÙòzõ 
Ìî�õ®òÅ÷`ó¹òxó¹ö�ý�ò¬þ�ý6!Ê÷M
�øA�¿òxñõÙòxóÌþ;õ]î � ðªóKõ�ñ0î¸øÙðFö�÷`øÙù¾òxó �õÙ÷ � ðªõÙý�ðOøFòxóLî¤ó}î�õõ®ð��/ü¿õ!õÙ÷cÿÅ÷¿þOî�õÙð1îºõ�î¤ø � ð;õFòÅó îºõ¢ö<÷ �¿òI�/ðªóÌñÙòÅ÷`óÌî¤ÿ<ñü)î¸þ;ðM(��#÷¿þªî¤ÿ
�¿ð�ñò � ó!÷�!AõÙý�ð�!Ê÷�
�ø�î � ðªóKõ�ñD�!ò � ýKõ�ï¾òxðªÿ���õ®ý�ð	!Ê÷�
Ìø ì�îTï¸ðOñÙò¬î¤óFô�ð;õ¢ö<÷¸ø®ù¿ñªú�÷�!)õ®ý�øÙðOð�ó�÷��¿ðOñðOî`þ�ý	ú�ñÙðªðªó1òxó �_ò � 
�ø®ð �Fö�ý�÷`ñÙð��Tî¸øÙò¬î��ÌÿÅð�ñ<î¸øÙðA�¿ð�	Ìó�ð���òxó��_ò � 
�øÙð �(

�DòÅõÙý�òxóÍõ®ý�òxñ�þª÷¸ÿxÿÅð�þlõÙòx÷¸óZ÷�!�ì�îTï¸ð�ñò¬î¤óÍô�ð;õ¢ö<÷¸ø®ù¿ñ'õÙýÌðªø®ð0ð�T¾ò¬ñõ�!Ê÷�
Ìø�ñÙðªü)î¤ø�î�õÙðY�)ðOÿÅòxð;!áñ
òxó õÙýÌðZÿx÷¾þOî�õ®òÅ÷`ó ÷�!�õ®ý�ðZõ�î¤ø � ðªõ#( ��î¸þ�ýQ÷�!�õÙý�ð1ñðOüÌî¤ø�î�õ®ð4�AðªÿxòÅð�!áñFø®ðªüÌøÙð�ñðOó`õ�ñ�î¹ÿÅ÷¿þªî¸ÿSúñÙ÷��/ð;õ®òF�/ðOñ]ñÙýÌî¤ø®ð#�	ú%�AðªÿxòÅð�!¢ú	ö�òÅõÙýwõÙý�ð7	ÌóÌî¸ÿ0�Aðªÿxòxð;! �Aðªòxó � þ;÷M�!ü�
¿õÙð��6�¾ï8!L
ÌñÙòÅó � õÙýÌ÷`ñÙð

\



��� ä���� ���
	��� è�ä��������Zë
	 � � V �¿ò¬ñõ®î¤ó)þ;ðfñðOóÌñÙ÷¸ø�î¤ÿx÷¸ó � õ®ý�ð ����îT¿ò¬ñ�(� � � V �¿ò¬ñõ®î¤ó)þ;ðfñðOóÌñÙ÷¸ø�î¤ÿx÷¸ó � õ®ý�ð��Y��îT¿ò¬ñ�(��� � V �¿ò¬ñ®þ;ø®ð;õÙðA�¿ò¬ñõÙø®òF�'
�õÙòx÷¸óºî¤ÿx÷¸ó � î��k� �¿òI�!ðOóÌñÙòÅ÷`óÌî¤ÿ	ñÙüÌî¸þªð � ðªó�ðOø®î¤õÙð��K�¾ïP!L
ÌñÙòxó �	 � î¤ó%� � � ú¾õ®ýÌî�õ�òxó��¿ò¬þªî¤õÙð�ñ�õÙý�ðfÿxòxù¸ðªÿxïÍÿx÷¿þªî�õ®òÅ÷`ó�÷�!#õ®ý�ð]õ®î¸ø � ð;õ#(
��� ä������ ��	��� è�ä��������Të
� � � E�ý�ðfÿx÷¿þªî¤õÙòx÷¸ó1÷�!#õ®ý�ðf÷�� $¢ðOþlõ�î`ñ�øÙðOü)÷`øõ®ð#�`�Kï�V � ðªóKõ�V?(� ���� � �¾÷M�/ð�ÿx÷¿þªî¸ÿYðOñõÙòI�/î¤õÙðf÷�!#õÙýÌðføÙðOÿÅò¬î���òxÿxòzõ¢ïÍ÷�!DV � ðOó`õ�VS(� � � E�ý�ðfø®ðªüA÷¸øÙõ � ðªóÌðªø�î�õÙð��K�¾ïKV � ðOó`õ�ì �Ìî¸ñÙð#��÷¸ó�V � ðªóKõ�V � ñ&�AðªÿxòÅð�!òxó1õÙý�ðfÿx÷¿þªî�õ®òÅ÷`ó�÷�!#õ®ý�ð]õ®î¸ø � ð;õ�î¤ó���V � ðªóKõ�ì � ñ	�Aðªÿxòxð;!'òÅó�õÙýÌðø®ðªÿxòxî���òxÿÅòÅõ¢ïÍ÷�!DV � ðªóKõYV?(
��� ä������ ��	��� èTä �!�#"$�Të
��� � E�ý�ðfÿx÷¿þªî¤õÙòx÷¸ó1÷�!#õ®ý�ðf÷�� $¢ðOþlõ�î`ñ�øÙðOü)÷`øõ®ð#�`�Kï�V � ðªóKõ�V?(� ���� � �¾÷M�/ð�ÿx÷¿þªî¸ÿYðOñõÙòI�/î¤õÙðf÷�!#õÙýÌðføÙðOÿÅò¬î���òxÿxòzõ¢ïÍ÷�!DV � ðOó`õ�VS(��� � E�ý�ðfø®ðªüA÷¸øÙõ � ðªóÌðªø�î�õÙð��K�¾ïKV � ðOó`õ � �Ìî¸ñÙð#��÷¸ó�V � ðªóKõ�V � ñ&�AðªÿxòÅð�!òxó1õÙý�ðfÿx÷¿þªî�õ®òÅ÷`ó�÷�!#õ®ý�ð]õ®î¸ø � ð;õ�î¤ó���V � ðªóKõ �(� ñ	�)ðOÿÅòxð;!'òxó�õ®ý�ðø®ðªÿxòxî���òxÿÅòÅõ¢ïÍ÷�!DV � ðªóKõYV?(
��� ä�����% ��	��� è�ä����Åé&�Të
� � � V � ðªóKõ�ì � ñ��)ðOÿÅòxð;!�òÅó1õ®ý�ðfÿÅ÷¿þOî�õÙòx÷¸ó1÷�!�õÙý�ð]õ�î¤ø � ðªõ� � � V � ðªóKõ(�(� ñ&�)ðOÿÅòxð;!�òxó�õ®ý�ðfÿx÷¾þOî�õ®òÅ÷`ó�÷�!�õ®ý�ð]õ®î¸ø � ð;õ#(
' � V � ðªóKõ �7� ñ	!L
)ñð��`�Aðªÿxòxð;!'òÅó�õÙýÌðfÿÅ÷¿þªî¤õÙòx÷¸ó1÷�!_õÙý�ð]õ�î¤ø � ðªõAOSô�÷¸õÙð � þOî�
Ìñ®î¤ÿø®ðOî`ñ÷`ó�òÅó � ò¬ñ�ñýÌ÷�ö�ó�òxó1õÙý�ð-î`ñÙñ"
'�/ü¿õÙòx÷¸ó�õÙý)î�õ�õÙýÌð]õÙø 
�ð]ÿÅ÷¿þªî¤õÙòx÷¸ó1òÅó'$�
�ðªó)þ;ðOñõ®ý�ðføÙðOü)÷`øõ�ñ�øÙð�þ;ðOòF�`ð#�ÍòxóÌñõÙð�î���÷�!_õÙý�ðfø®ð��`ðªø�ñð]î¤ü�üÌøÙ÷Kî¸þ�ýÍ÷�!0�'
ÌòÅÿ��¿òxó � õÙý�ð

�AðªÿxòÅð�!_òxó1õÙý�ðfÿx÷¿þªî¤õÙòx÷¸ó`!ÊøÙ÷M� õÙý�ðfø®ðªüA÷¸øÙõ®ñRQC(
�_ò � 
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V and W are d-connected V and W are d-separated 

Redundant information flow Non-redundant information flow 

Inside the 
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